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La M6thode  S ta t i s t ique  en Cr i s ta l lographie .  II. Que lques  App l i ca t ions  

PAR E. F. BERTAUT 

Za~oratoire d'I~lectrostatique ct de Physique du Mdtal, Institut Fourier, Place du Doyen Gosse, Grenoble, 
Is~re, France 

(Repu le 12 novembre 1954) 

The theory of the joint probability of structure factors (known or unknown) is applied to the 
following problems: the establishment of a statistical relationship more exact than that of Woolf- 
son; the determination of the signs of structure factors in space group P1; the effect of higher 
symmetries and the study of useful relationships arising from additional symmetry elements and 
not requiring a knowledge of phases. 

Introduction e$ plan 
Nous 6tudions ici les applications de la th6orie pr6- 

c6demment 6tablie (Bertaut, 1955). La valeur la plus 
probable d'un facteur de structure est 4valu~e (IV-l).  
On am~liore la relation statistique de Woolfson (1954) 
entre les facteurs de structure Uh, Ua, et U~+~, en y 
associant aussi U~_a, (IV-2°). On 6num~re les sommes 
(jusqu'au cinqui6me ordre des termes) servant k 
6tablir les signes des facteurs de structure dans le 
groupe P1 (IV-3°). On traite d'un point de vue tr6s 
g~n~ral l'effet de sym~tries suppl~mentaires (IV-4 °) et 
on en d6duit une r~gle simple permettant d'utiliser 
directement les r~sultats obtenus pour le troupe P1 
(IV-5°). Une sym~trie suppl4mentaire accroit le hom- 
bre de relations qui ne n6cessitent, pas la connaissance 
des phases. On 6num6re de telles relations pour les 
r~flexions Sl~ciales (HOL) et (0K0), et pour les r~- 
flexions g~n~rales (HKL) ~ indices pairs duns le troupe 
P2t/c (IV-6°). 

Lo nombre de facteurs de structure dent on peut 
choisir arbitrairement la phase (IV-8 °) est m i s  en 
relation avee la symgtrie (IV-7°). On esquisse err[in 
la m6thode g6n6rale de la recherche des phases, inerrant 
l'accent sur la d6termination pr6alable des phases des 
r6flexions sp6cia!es (IV-9°). 

Dans le groupe P1 on a 

A1 = z312½(E~-1)+2:E~],  (Iv-a) 
a v e c  1 2 

ht+2h~, = 0 dans ~ ;  hl+h ,+h  ~ = 0 dans .~ .  (IV-4) 
t 2 

Nous ne consid6rons pas ici les approximations sui- 
vantes. On note le r61e central jou6 iei par la relation 
de Sayre. Remarquons que la 'somme' .~ ne contient 

t 
qu'un terme. Des 61gments de sym~trie suppl4men- 
taires introduisent d'autres termes quadratiques dent 
l'importance croit avec la sym~trie. Par exemple pour 
A t = A(0,2k,0) dans le troupe P21/c il y a une con- 
tribution 

z~2:(E~-l)(-1) ~+~, 
off 

h~ = (h,~,Z), (rV-5) 

les indices h et 1 6tant arbitraires. Les r6flexions 
E~,(h,k,1) et Er,(h,k,1 ) li6es par la sym6trie du groupe 
P2t/c ne doivent plus servir duns la somme ~ dent 

2 

l'importance d6croit done lorsque la sym6trie croit. 
Ceci deviendra plus clair apr6s lecture de la section 
IV-5 °. 

IV. Appl icat ions  

1 °. Valeur la plus probable d'un facteur de structure 
La valeur la plus probable du faeteur de structure* 

E t se d6duit de (III-17) et (III-50): 

~Ss ~84 
O A - - ~ ÷ ~ + . . . - A I ( I + S 3 + S 4 + . . . )  = 0 ,  (IV-I) 

d'ofi en premi6re approximation 

A t = ~$3/~A t . (IV-2) 

* Note ajaut~e ~ la correction dez dpreuvez, 29 juillet 1955.- 
Pour faciliter la comparaison avec d'autres m6moires on a 
not6 ici par Ek la valour observde du facteur de structure. I1 
sorait plus correct de r6server la notation Ek k la forme 
analytique (III-1) et la notation At ~ la valeur observ6e. 

2 °. Corrglations particuli~res: la relation de Woolfson 
Notons par sh le signe d'un facteur de structure et 

consid~rons les quatre facteurs de structure suivantS, 
Eh, Eh, ~ Eh+h, ~ Eh_h,; proposons-nous d'6valuer la pro- 
babilit6 P+ pour que E h ait le signe de Eh,Eh+~,, e'est 

dire pour que sh = Sh,Sh+h,. On a d'apr~s (III-38) 
et (III-39) 

P+ = C 1I G(A~) [1 +z 3 [EhEh,[ (lEa+h, [ 
k +lEh-h'lSh÷h'Sh-h')]. (IV-6) 

La constante de normalisation C est donn6e par 

C -1 = 2 H G (A 4-), 
k 

d'ofi finalement 
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P+ = ½+½za]EhEh, l(lEh+h,l+lEh_a, lsa+^,Sa_^,). (IV-7) 

E n  ut i l i sant  des facteurs de structure uni taires  Ua 
(voir notat ions de Woolfson, 1954) on t rouve un 
rdsultat  analogue off z a est remplac~ par  ~,n~/(~,n~.) a. 
Cette expression se r~duit £ N quand  tous les atomes 
sont ggaux. La  formule (IV-7), plus precise que celle 
de Woolfson, montre  que la probabil i t~ pour que Ua 
air le signe de Ua, Ua+a. est sup~rieure/~ ½ seulement 
lorsque l 'on sait  que [Ua+a, I > I Ua_a,[ (voir aussi 
Ber tau t  & Pepinsky,  1954). 

3 °. Signe d'un facteur de structure dans le groupe P1  

La d~terminat ion du signe s 1 de E~ n~eessite l ' intg- 
grat ion de la part ie  impaire  en u 1 de la fonction 
caractgrist ique K(u~, . . . ,  U,n) (III-3°).  Le r~sultat  est 

s~ --- signe de Z a ( ½ . ~ + . ~ ) + z  ~ ~--i.~2+½.~j+ 
1 2 

1 1 1 1 

+ ½ Z + Z - ~ 2 - ¼ 2 - ½ ~ ) + . . . ,  (IV-8) 
10 11 12 13 

off les nombres  en indices correspondent aux  num~ros 
d 'ordre m a r q u i s  dans les relations ( I I I -35-38  et 
I I I -42-45) .  L '~num~rat ion s'arr~te aux termes d'or- 
dre 5. E n  cont inuant  j u squ ' aux  termes d 'ordre 7 on 
rencontrerai t  des termes d ' in terac t ion  provenant  des 
conditions d 'ordre 4 et 3 associ~es (of. aaaa dans 
(III-22)).  Nous n 'expl ic i tons  que quelques unes des 
sommes. Cela il lustre suf f i samment  leur loi de forma- 
t ion pour que le lecteur puisse compl6ter en appl iquant  
la rbgle de la section I I I -7° :  

"if, = (Ea~-3E~)[E~I avee 3h~+h~ = 0 ] 
3 i (IV-9) 

+E~,(E~-3E1)]E1] avec h~,+3h 1 = 0; 

.~, = X ( E ~ - I ) ( E ~ - I ) [ E ~ [  avee 2h~,+2h~+h 1 = 0; 

9 (IV-lO) 

~'14 = ~ (E~-3E~)E~[EI[  avee h~+h~+h~ = 0 ! (IV-11) 

+ XE~,E~(E~-aE~)]El l .  I 
Les ' sommes '  off n ' en t ren t  que deux veeteurs (h~ et hi) 
se r6duisent  ~ un  seul te rme;  leurs indices sont 1, 3, 6, 7, 
12, 13. Le calcul des sommes marqufies 1, 6, 7, 9, 12, 13 
ne n6cessite pas la connaissance des phases. 

4 °. Effet  de symdtries suppldmentaires 

:Nous consid4rons un  groupe dont  la sym~trie est 
d 'ordre 4. La  g~n~ralisation pour des sym~tries plus 
~lev~es est aisle. On a, avec les notat ions  de la section 
I I I - 2  o, 

~-- $1--~ ~2  , (IV-12) 
off 

~1 = s + s - 1 ;  ~ = t + t  -1. (IV-13) 

Pa r  exemple dans P21/c on a 

s = exp [2~i(hx+ky+lz)]  ; 
t = exp [ 2 7 d ( h x - k y + l z ) ] ( - 1 )  k+Z. (IV-14) 

De l 'appl icat ion rfip~tde de la formu]e du binSme 
on d6duit  

~' = v! ~,: ~ - ~ / [ ( v - r ) ! r ! ]  
r=O 

= v !  ~ s~-~-2qV-~ / [ ( v - r - q ) ! q !  ( r -q ' ) !  (q') !]. (IV-15) 
rqq" 

Ici r varie de 0 b. v, q de 0 ~ v - r  et q' de 0 ~ r. Sub- 
s t i tuan t  (IV-15) dans (III-27) on a pour le coefficient 
de a b dans (rp UaU[3. • . 

8 aa--ra--2qa t ctra--2qa" 8bfl-rb-2qb trflb-2qb" " ' "  (IV-16) 

[(a--ra--qa) ! qa! (ra--qa) (qa) !] 

x [(b--rb--qb ) !qb! (rb--qg)! (q~,)!]... 

un  faeteur  (2zt)P~ prbs. On en d6duit  des conditions 
analogues ~ (III-34) 

( a -  r a -  2qa)h:l -k (r:-2q~)h:2 
+(b-rb-2qb)h~l+(rb-2qg)h92+. . .  = O. (IV-17) 

Ici h,1 et hg2 (~t = o¢, fl, . . . )  sont des vecteurs reli6s 
par  la sym6trie  du groupe. Dans  P21/c on a par  ex- 
emple 

h~,l = (h,k,1); ho,2 = (h,fc,1), (IV-18) 

et lorsque la condit ion (IV-17) est v6rifi6e, le num6- 
ra teur  de (IV-16) est remplac6 par  

= exp zd[ra(kc,+l~,)+rb(k~+l~)+.. .] .  (IV-19) 

Pour  d6nombrer  t ous l e s  cas possibles, il suffit  de faire 
varier  r de 0 ~ r~x.  = ½v, q de 0 £ r, ,ax.-r et q' de 0 
£ rm~.. I1 est pra t ique  de condenser l ' informat ion  
contenue dans les formules (IV-16, IV-17) sous forme 
de tab leaux  pour chaque valeur  de l ' exposant  v 
(=  1,2,  . . . ) .  

Ces t ab leaux  sont valables pour tout  groupe d 'ordre 
4. Le Tableau 1 il lustre le cas de v = 4. Le Tableau 2 

Tableau 1. v = 4 

r 0 0 0 1 1 1 1 2 2 2 
q 0 1 2 0 0 1 1 0 0 0 
q" 0 0 0 0 1 0 1 0 1 2 

v--r--2q 4 2 0 3 3 1 1 2 2 2 
r--2q" 0 0 0 1 --1 1 --1 2 0 -2 

v--r--q 4 3 2 3 3 2 2 2 2 2 
r--q" 0 0 0 1 0 1 0 2 1 0 

A 4! 3! 2! 3! 3! 2! 2! (2! )  2 2!  (2!)  ~ 

consti tue une appl icat ion particuli~re, ~ savoir la 
d~terminat ion dans P2x/c de toutes les conditions et 
de tous les coefficients associ6s au terme Tu~u~ qui 
donne lieu ~ une somme 

~ ( E ~ - 6 E ~ + 3 ) T E :  . (IV-20) 
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4 
2 

L A  MIRTH 

he~ 

0 
0 

3 1 
3 --1 
1 1 
1 - -1  

2 2 
2 0 
2 - - 2  

Tableau  2. "~u~u~, 

hat H K L A 

1 4h,4k,4/ 4 ! 
1 2h,2k,21 3 ! 

1 4h,2k,41 3 ! 
1 2h,4k,21 3 l 
1 2h, 0,2/ 2 ! 
1 0,2k,0 2 i 

1 4h, 0,4l (2 l) ~ 
1 2h,2k,21 2 
1 0,4k,0 (2 l) a 

O D E  S T A T I S T I Q U E  E N  C R I S T A L L O G R A P H I E .  I I  

dans P2x/c 
I n d i c e s  

a r b i t r a i r e s  

1 
1 

(--  1)~+ ~ 
( _ l ) k + t  
(--  1)k+ ~ k 
(--1)k+ / he t  1 

1 k 
1 
1 h e t l  

On pose par tout  

he~ = (h,k,l); h~  = (h,k,l); h ~  = ( H , K , L ) .  (IV-21) 

Les trois premi6res colonnes du Tableau 2 cont iennent  
les coefficients respectifs de her, he2 et h~l dans les 
conditions (IV-17). La  4 ¢ colonne sp6cifie les com- 
posantes du vecteur h~l. La  5 e colonne repr6sente le 
d6nominateur  A de (IV-16) et la 6 ~ colonne contient  
le facteur  de phase 

T = exp [7drb(ke+le) ] . 

La derni~re colonne contient  les indices arbitraires,  
c 'est £ dire qui ne f igurent  pas dans h= et sur lesquels 
il f au t  sommer dans (IV-20). Cette m6thode fourni t  
d ' un  seul t ra i t  routes les conditions et coefficients 

b de la fonction carac- associ~s ~ un  terme uo, u e . . .  
t6ristique. 

.Remarque 1 . ~ L a  condit ion (IV-17) est en r6alit6 
quadruple,  car on peut  y interchanger  tous les indices 
1 et 2 dans les vecteurs h,~ et h~2 (/~ = c¢, f l , . . . )  
sans changer la na ture  de la condition, et enfin on peut  
changer le signe de tons les vecteurs h ,  ce qui double 
encore le nombre  de relations. 

E n  # n ~ r a l ,  lorsque la position des points x; est 
d ' un  ordre de sym6trie  n# il y aura  n~- conditions 
6quivalentes,  de sorte que dans l 'expression des (%)i 
(111-26) la  grandeur ~ sera accompagn6e du facteur 
hi. :Dans la sommat ion  finale sur t o u s l e s  atomes j on 
aura  donc avec les notat ions  de la section I l l - 2  ° 

t 

n/q~ = z~.  

Remarque 2.--Alors  que pour une r6flexion g6n6rale 

(hkl) on a F2(hkl) = X~ on a pour une r6flexion sp6- 

ciale h~p~¢. (Rogers, 1950) 

F 2 ( h ~ p ~ . )  = kZ, 

off k est un  entier. Pour  les r6flexions (hO1) et (0k0) 
dans le groupe P2x/c on a k = 2 (cf. part ie  II). 
D'apr~s la d6finit ion (III-4) on a done 

On en d6duit  ais6ment la modif icat ion £ apporter  aux  
sommes zv. zv accompagne en effet un produi t  d 'ordre 

p e n  u, soit u~uha b . . . . . .  ( a + b +  = p ) .  Si done par  
exemple h~ est une r6flexion sp6ciale de poids k, zp 
(III-6)  dolt 6tre remplac6 par  zp/(|/k) ~. On g6n6ralise 
ais6ment lorsque le produi t  ~ b u ~ u e . . ,  est relat if  
plusieurs r6flexions sp6ciales. 

5 °. Sur  une r~gle s imple 
Signalons anssi une m6thode a l ternat ive  qui  sans 

calcul about i t  au m6me r6sultat  en appl iquant  la r~gle 
suivante  aux  r6sultats  acquis dans la discussion du 
groupe P1.  

Soit un terme a b c D u ~ u e u r . . .  de P1 et imposons 
h e et h r une  relat ion de sym6trie  exprim6e par  

E(h~,) = E(he)r, (IV-22) 

(par exemple E(hkl)  = E ( h k l ) ( - 1 )  k+l dans P21/c ). La  
r6gle en question dit  que le terme r6duit  est 

D~.a o,b+c~ (IV-23) 

et que la condit ion associ6e est 

aho,+bhe+ch~,+.. .  = 0 .  (IV-24) 

Citons deux exemples. 
1 e exemple:--rdduct ion de 9. ~ ¼ueu~,u~, dans P21[c. - -  
(a) Posons 

h e = (h,k,/);  h~ = (h ,k , / ) .  (IV-25) 

Le terme rdduit  est ¼u~u~. I1 donne lieu £ une somme 

¼ Z ( E ~ - 6 E ~ + 3 ) E ~  (1V-26) 

oh h~ = 4(h,0,l). L ' indice  k est arbi traire  darts la  
sommation.  

(b) M6me r6sultat  en posant  

h e = (h,k,1); h~, = (h,k, D (IV-27) 

£ la diff6rence pr6s que h~ = 4(O,k,O) et que h e t  l 
sont des indices de sommat ion  arbitraires.  On re- 
t rouve les r6sultats  du Tableau 2 (lignes 7 et 9). 

2 e exemple:~rdduct ion  de u~ueu ~ dans le groupe 
P 4 / m  (origine sur l'axe 4) . - -On a ici les relat ions de 
sym6trie 

E(h,k,1) = E(]c,h,l) = E(h,k,1}.  (IV-2S) 

(a) Posons 

h e = (h,k,1); h~ = (It,h,1). (IV-29) 

Le terme r6duit  est u~u~ et donne lieu 

Z ( E ~ - I ) E : ,  
a v e c  

h~ = (H,K,21) .  

Ici  la sommat ion  se r6duit ~ un  terme" 

(b) Posons 
H = h - k ;  K = h + k .  

hp = (h,k,l);  h~ = (~,~,b • 

( IV-30)  

( IV-31  ) 

( i v - 3 2 )  
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On trouve le m~me rdsultat (IV-30), mais avec h~ = 
(H,K,O). De plus, l 'indice de sommation 1 est arbi- 
traire. 

Remarque. - - I1  serait faux de porter directement la 
relation de sym6trie dans ~ par exemple (rel. (IV-8); 
cf. IV- l° ) .  ~ 

La ddmonstration de la rbgle 6noncde revient £ une 
simple identification de constantes. En effet, le terme 
g~n~ral ~r~'~'~'~" • • des a v dans P1  a pour coefficient 

D = [(a-q~) I qa ! (b-q~) ! qb! (c--q~)! q~ ! . . .  ]-1. (IV -33) 

I1 faut  que nous puissions d6montrer que De ¢ est un 
coefficient possible de a b U~U~... dans le nouveau groupe. 
En  posant 

b + c = B (IV-34) 

cela devient 6vident comme le montre la comparaison 
de (IV-24) et 

T c 
a B 

u~,u~. . . [(a-q~) ! q~ !] [(B--c--qb) ! qb! (c--q~) !q~ !] 

(~v-35)  

avec les expressions (IV-16) et (IV-17), £ une diffe- 
rence de notat ion pr~s. 

6 °. Relations suppldmentaires ne ndcessitant pas la con- 
naissance des phases 

Soit par la m~thode g~n~rale, soit £ l 'aide de la r~gle 
dnonc~e, on peut facilement ~numd.rer tons les termes 

a b u~u~. . ,  nouveaux dans lesquels t o u s l e s  exposants, 
sauf un, soient pairs (cf. I I I-3°) .  Les sym~tries sup- 
pl~mentaires accroissent non seulement le nombre de 
tels termes, mais introduisent le plus souvent des 
indices de sommation arbitraires. Cela est particuli~re- 
ment  frequent en ce qui coneerne les r~flexions sp~- 
ciales. 

Pour illustrer ce point nous ~numdrons ici toutes les 
relations suppl~mentaires qui sans connaissance d'au- 
tres phases permettent  de d~terminer les signes (a) des 
r~flexions sp~ciales (H,O,L), (O,K,O), (b) des r~flexions 
g~n~rales (H ,K ,L)  ~ indices pairs dans le groupe P2~/c. 
Ces relations s 'a joutent  6videmment ~ celles d6j~ 
connues du groupe P1 (sommes 1, 6, 7, 9, 12, 13, cf. 
IV-3°). 

On pose par tout  

h~ = (H ,K ,L) ;  h~ = (h,k,/); h r = (h ' ,k ' , l ' ) .  (IV-36) 

Les indices de sommation arbitraires sont marquis  
sous les signes ~.  D'autres  sommations s 'y  ajoutent  
lorsque les indices H, K, L, sont compos~s (par ex- 
emple lorsque K = k+k ' ,  il faut  sommer sur tons les 

et k' tels que ]eur somme soit constante). 

(a) R~flexions sp~ciales (H,O,L) (IV-37, 38) 

T a = (27~)3ZaZU~(-1)~+~u~2-½ avec h~, = 2(h,O,1); 
k 

T 5 = (27t)Sz5 [¼ 2 u~u~,2-½ avec h~ = 4(h,0,/) 
k 

÷ 2  9 ~Zu~(--1)k+Zu~2-~ avec 3h~ = 2(h,0,/) 
k 

2 2 )k+~+l+Z'U~2-½ + .~, U~U~,(--1 avec h~, = 2(h+h ' ,O, l+l ' )  
k, k" 

--½ Z u~(-- 1)k+Zu,2-½] avec h~ = 2(h,0,/). 
k 

Les expressions pour les rdflexions compl~mentaires 
(O,K,O) sont les m~mes. Les indices de sommation 
arbitraires k et k' sont alors simplement remplac~s par 

les couples h, 1 et h', l'. Les coefficients 2-½ et 2-~ sont 
dfis au poids des r6flexions sp~ciales (voir remarque 2 
de la section IV-4°). 

(b) Rdflexions g~n~rales paires (IV-39) 

1 U~(_l)k+lu ~ avec h~=(4h,2k ,41)  T5 = (2~)5z5 
ou (2h,4k,21) 

2 3 ÷~ut~u~, avee 3 H = 2 h ;  K = 2 k ;  3 L = 2 1  
ou H = 2 h ;  3 K = 2 k ;  L = 2 1  

+ ½ 2  ~ ~ u~ur(-1)r+~'u~, avec h~, = 2 ( h + h ' , k , l + l ' )  
k" 

2 2 k'-4-l" I ÷ ½ ~ u ~ u r ( - 1  ) u~ avec h~ = 2 ( h , k + k ' , l ) .  

On passe des expressions des Tv aux sommes corre- 
spondantes des facteurs de structure en appliquant la 
r~gle de substi tution ~noncde dans la section I I I -7  °. 

7 °. Nombre de phases arbitraires 
Comme ~ ce sujet r~gne encore une considdrable 

confusion, nous croyons utile d 'y  revenir. Nous trai- 
tons uniquement le cas de rdseaux primitifs. Celui des 
rdseaux avee base peut s 'y  ramener grace aux trans- 
formations indiqu~es dans les Tables Internationales. 

Les origines possibles ~tant les sommets, le centre, 
les centres des faces, des ar~tes de la maille ~16men- 
taire, le facteur de structure E(h,k,l)  est multiplid, 
dans un changement d'origine, par 

v/(h,k,l ) = exp [2zd(hel + ke~ +l~3) ] , (IV-40) 

off el, e2, e a sont les coordonn~es differences entre 
l 'ancienne et la nouvelle origine (elles sont ½ ou 0 et 

est +1 ou -1 ) .  
I1 ne peut  y avoir plus de phases arbitraires qu'il 

n ' y  a d'axes cristallographiques. En effet lorsqu'on 
salt comment se transforment les facteurs de structure 
de (100), (010), (001) dans un changement d'origine, 
e'est ~ dire lorsqu'on eonnait a 1 = yJ(1,0,0), b 1 = 
~v(0,1,0), c 1 = ~(0,0,1), on sait transformer tout  autre 
facteur de structure. Par  exemple les facteurs de struc- 
ture E (impair, pair, pair) seront multiplies par a 1 
comme (100), les E (impair, impair, pair) seront mul- 
tiplies par albl, etc. 
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Les phases al, bl, c~ sont ind~pendantes dans les 
syst~mes tricliniques, monocliniques et orthorhombiques 
de sorte qu'on peut y choisir arbitrairement trois phases 
pour specifier l'origine. 

Dans le syst~me quadratique (100) et (010), donc 
a~ et b~, ne sont plus ind~pendants, le signe de l 'un 
d~terminant celui de l'autre, de sorte qu'on ne peut 
choisir arbitrairement que deux phases. 

Enfin dans les syst~mes ternaires (et hexagonaux) et 
cubiques (001), (010) et (100) ne sont plus ind6pendants 
de sorte qu'fl ne reste qu'une phase arbitraire. 

8 °. Choix des phases 
Dans la pratique on a int~r~t £ choisir arbitraire- 

ment non pas les signes des r~flexions (001), (010), 
(100), souvent ~teintes, mais celui de certaines r~- 
flexions (hld) particuli~rement fortes. La r~gle g~n6rale 
est alors la double condition suivante: 

1 °. Les vecteurs (hkl) doivent 6tre ind6pendants, 
modulo deux (Hauptman & Karle, 1954). 

2 °. Les vecteurs associ~s par la sym~trie doivent 
~tre ind~pendants, modulo deux. 

Rappelons qu'un vecteur est ind~pendant, mod. 2, 
lorsqu'au moins un indice est impair. Deux vecteurs 
sont ind6pendants, mod. 2, lorsque la condition pr6- 
c~dente est vraie pour chacun d'eux ainsi que pour 
leur somme. Trois vecteurs sont ind~pendants, mod. 2, 
lorsque la condition est vraie pour chacun d'eux, pour 
leurs sommes deux £ deux et pour la somme des trois 
vecteurs. 

Exemple:~(123), (211), (111) sont trois vecteurs in- 
d~pendants, rood. 2, dans les syst~mes tricliniques, 
monocliniques et orthorhombiques; dans le syst~me 
quaclratique uniquement les couples (123) (111) ou 
(211) (111) sont ind6pendants, mod. 2, car (211) ~qui- 
valent ~ (121) n'est pas indgpendant, mod. 2, de (123). 
Enfin dans le syst~me cubique, par exemple, une seule 
phase est arbitraire. 

9 °. Mdthode gdndrale 
(1) On d~termine d'abord les signes des r~flexions 

sp6ciales pour lesquels on a pr4alablement d~termin~ 
le plus grand nombre de relations n'exigeant pas la 
connaissance de phases selon les sections IV-4°5°6 ° 
(par exemple les r~flexions (HOL) et (0K0) dans P21/c ). 

(2) On d~termine ensuite les signes des r~flexions 
paires en utilisant conjointement (a) les sommes d~j£ 
connues du groupe P l n e  n~cessltant pas la connals- 
sance de phases, (b) les sommes ne n6cessitant pas la 

connaissance de phases grace £ l'introduction des 
sym6tries suppl6mentaires (IV-6°), (c) les sommes 
faisant intervenir les phases des r~flexions sp~ciales 
d~termin4es sous (1) (par exemple (HOL) et (0K0) 
dans P21/c grace ~ ~ ,  ~ , . . . ) .  

2 4 
(3) On partage les r~flexions impaires en classes, 

chaeune groupant t o u s l e s  vecteurs h~ d~pendant 
modulo deux, et l'on sp6eifie, suivant la sym6trie, 
une, deux ou trois phases arbitraires. On d~termine 
ensuite les signes dans la classe associ~e 5, chacune des 
phases arbitraires (voir Hauptman & Karle, 1954). 

(4) On cherche 6ventuellement les signes dans les 
classes d6pendant modulo deux de la somme de deux 
ou de trois phases arbitraires pr~cit~es. 

(5) On calcule si possible toutes les sommes non 
pleinement utilis~es pour s'assurer de la compatibilit~ 
des signes trouv6s. 

Conclus ions  

La formulation math6matique du probl~me a pu ~tre 
rendu concise grace au choix le plus simple de la 
probabilit~ ~l~mentaire, ~ savoir le produit diff6- 
rentiel des param&tres indgpendants. L'auteur esp&re 
avoir convaincu le lecteur qu'fl n'existe pas deux 
statistiques possibles et que toute statistique d~coule 
ngeessairement des th~or&mes I et I I  (I-2), c'est £ dire 
de la th6orie tr&s g6n6rale des probabilitgs. Dans le 
probl&me particulier une seule voie de salut subsiste, 
celle d'all~ger davantage l'appareil math~matique, 
celle de syst6matiser davantage la m6thode inaugur6e 
par Hauptman & Karle et dont cette ~tude constitue 
finalement la justification. 

Nous tenons k remercier Monsieur le Professeur 
R. Pepinsky pour nous avoir initi6 au probl~me des 
phases et nous avoir facilit~ la documentation. Nous 
exprimons notre admiration £ MM. Hauptman et 
Karle pour l'ceuvre accomplie dont nous nous sommes 
largement inspires. Enfin l 'auteur tient tout parti- 
culi~rement ~ remercier Monsieur le Professeur L. N~el 
pour l'avoir encourag6 £ ~crire ce m6moire. 
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